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Statismex en bloeddruk

1. Afhankelijke variabele: Bloeddruk (van ratio-niveau)

Onafhankelijke variabele/predictor: Dosis (van ratio-niveau)

2. Spreidingsdiagram + regressielijn

15

10

Bloeddruk

Dosis (mg)

-

3. E(Y]2.5) =16.1 —1.6 x 2.5 =12.1

4. Eerst berekenen we de predicties met de formule g; = by + b1x;, en krijgen we respectievelijk 8.1, 8.1, 9.7,
9.7, 11.3, 11.3, 12.9 en 12.9

n

SSkes = > _(yi — 5i)°

1=1
=(9-81)2+(7-81)2+(9-9.7)2 + (11 — 9.7)2
+ (12 = 11.3)% + (10 — 11.3)% + (12 — 12.9)* + (14 — 12.9)?
=84
52 _ SSRes 8.4

=—=14
¢ n-2 6

5.
_ 54+5+4+44+3+3+242
8
SSx = (1i—2)*=2x(5-35)2+2x (4352 +2x (3-35)>+2x (2—35)
=1
=10
Toetsingsgrootheid:

1.
b — 6 _ 4o7618

\/ SShes \/ 8.4
(n—2)S5x 6x10
Deze volgt een t-verdeling met 6 vrijheidsgraden. Dus de kritieke waarden zijn [—2.45,2.45] (welke we

kunnen terugvinden in de tips). Aangezien onze toetsingsgrootheid buiten dit gebied valt (en dus in het

verwerpingsgebied) verwerpen we de nulhypothese die stelt dat 51 = 0 (en dus concluderen we dat (;
significant verschilt van 0).




94+ 7+9+11+12410+12+14

y 3 10.5
SSy =Y (v — )
i=1
=2x(9—10.5)% 4 (7 —10.5)2 + (11 — 10.5)%2 x (12 — 10.5)% + (10 — 10.5)* + (14 — 10.5)?
=34
Toetsingsgrootheid:

SSResO - SSResl SSY - SSRes o 34— 8.4

S’SResl/(n—Q) - SSRES/(’I’L—Q) N 84/6

= 18.28571

Deze volgt een F-verdeling met 1 en 6 vrijheidsgraden. Dus de kritieke waarde is hier 5.987378 (tips). Onze
toetsingsgrootheid is groter en ligt dus in het verwerpingsgebied. Dezelfde conclusie als bij de t-verdeling
wordt gemaakt, met name dat 31 significant verschilt van 0, en dus de nulhypothese wordt verworpen.
Noot: de F-verdeelde grootheid met 1 predictor en de t-verdeelde grootheid met 1 predictor komen altijd
dezelfde p-waarde wit. Dit omdat het exact hetzelfde meet. De t-verdeelde grootheid is tweezijdig, de
F-verdeelde grootheid is eenzijdig. Dit komt omdat de F-verdeelde grootheid het kwadraat is van de t-
verdeelde grootheid. Dit kan je ook zien als je kijkt naar —4.276182 = 18.2857 en dus de F-verdeelde
grootheid is.

n

SSnod = > (5 — 9)°

=1
=2x (8.1-10.5)2+2x (9.7—10.5)* + 2 x (11.3 — 10.5)® + 2 x (12.9 — 10.5)?
=256

8. SSMod + SSRes = 25.6 + 8.4 =34=S5Sy

9. R? = %M}j’d = 0.7529. In woorden wil dit zeggen dat 75.29% van de totale variantie verklaard wordt door
het model.

10. e Met deze steekproef hebben we een verschil van —1.6 gemeten wanneer we de dosis met 1 mg laten
toenemen. In een volgende steekproef kunnen we bijvoorbeeld stellen dat we een strengere test willen.
Als er een verschil van —1 is, dat we deze kunnen detecteren. Daarom stellen we 3y = —1 voorop.
(Dit is zeer arbitrair, maar we hebben niet voldoende gegevens om een concrete waarde voorop te

stellen.)
e Gy =+/SSx/(n—1)=/10/7 = 1.195229
6y =/SSy/(n—1) = /34/7 = 2.203893

— — 1.195229 __
o p=[rZE = 11199228 — 5423261

SES

1. Afhankelijke variabele: SES van de 30ers
Predictor: SES van de vader

2. Aangezien er 50 echtparen worden genomen, zijn deze per echtpaar gecorreleerd - zogenaamde seriéle

correlatie. Dus de derde Gauss-Markov assumptie is geschonden.



3 Voorwaardelijke variantie

1000

600

200

1. Als we een regressielijn maken die zo goed als mogelijk in het midden van de puntenwolk ligt, krijgen we
de rode lijn. Wanneer x = 0 dan bedraagt y = 800 en is dus ons intercept. We zien bij een stijging van 10
op de z-as een daling van 200 op de y-as. Dus een stijging met 1 op de z-as komt overeen met een daling

van 20 op de y-as. Dit is onze slope of richtingscoéfficiént. De vergelijking wordt dus:

Y; = 800 — 20X;

2. Als we een lijn trekken van x = 10 naar onze regressierechte, en dan een horizontale rechte van dat
snijpunt naar de y-as komen we uit op 600. Dus E(Y;|z; = 10) = 600. Dit bekomen we ook via de
vergelijking: 800 — 20 x 10 = 600. Eenzelfde redenering kunnen we toepassen voor x; = 25 en komen we
op E(Yi|z; = 25) = 300.

3. Er bestaan verschillende manieren om de voorwaardelijke variantie te benaderen. We geven hier een
uitwerking van deze in de opgave voor de waarde van x; = 25. We zien dat de grootste afstand van de
regressierechte ongeveer 100 is. Dit nemen we dus als waarde voor de grote afwijking. Daarna kiezen we
een matige afwijking. We kunnen hier kiezen voor de waarde 40. Voor de kleine afwijking kiezen we dan

bijvoorbeeld 10. Als we dan de formule voor de variantie gebruiken krijgen we:

100% + 40% + 102

= 3900
3

We merken dat dit dicht bij 2500 ligt. Let op, het blijft een ruwe schatting. Dus we kunnen grofweg
schatten dat V(Y;|z; = 25) = 2500. We zien, kijkende naar de schaal van de eenheden alleen al dat de 3
kleinste gewoon onmogelijk zijn. De voorwaardelijke variantie bij x; = 10 is veel groter dan bij x; = 25,
en er is maar 1 waarde in de rij die aan deze voorwaarde voldoet. Dus V (Y;|z; = 10) = 19600

Een andere benadering is dat we de meest extreme afwijking zoeken en deze delen door 2, dit als gemid-
delde, met de redenering als alles grofweg gelijk verdeeld is de helft erboven zal liggen en de helft eronder.
Dus bij z; = 25 is de meest extreme afwijking 100. Dit geeft een gemiddelde afstand van 100/2 = 50.
Maar de variantie is een gekwadrateerde afstand: 502 = 2500. Gelijkaardig kunnen we dit voor z; = 10
doen. Daar is de meest extreme afwijking ongeveer 300. Dus (300/2)? = 22500, en we zien dat dit in de
buurt ligt van 19600.



4. Hier kunnen we er visueel zeker van zijn dat de homoscedasticiteit niet klopt. Deze stelt dat de voor-
waardelijke variantie overal quasi gelijk is. Dit zou zich visueel manifesteren als een puntenwolk waar we
grofweg 2 evenwijdige rechten rond kunnen trekken (1 boven en 1 beneden). Hier krijgen we een trechter-
vorm, die duidelijk een veel grotere variantie heeft bij kleinere z-waarden dan bij grotere z-waarden. Dus
de 2de Gauss-Markov assumptie is geschonden.

Statismex en slaperigheid

1. Afhankelijke variabele: slaperigheid
Predictor: Dosis (mg)

2. Een lineair model is niet geschikt. De afhankelijke variabele is van ordinaal meetniveau, en voor een lineair

model moet de athankelijke variabele minstens van interval meetniveau zijn.

Statismex en slaperigheid 2

1. Afhankelijke variabele: slaperigheid2
Predictor: Dosis (mg)

2. Spreidingsdiagram

12

10

Slaperigheid {min)
6
1
L]

Dosis (mg)

3. Onder het nulmodel:
E(Y;|z;) =9
1+124240+0+5+6+3

= = 3.625
8

bo




o .
(S
£ ®7
£
=
[
=y w - .
=
] .
©
[} <~ -
L]
™ L]
L]
o - L] L]
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Dosis (mg)
4.
n
S SReso = SSy = § (y; — §)* = 113.875
i=1
™ ®
e :
T ®1 :
£ :
o H
- .
c o o ° H
2 .
z . :
@ N B
%] < - H
. : : :
o : H :
: .
o .. *
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Dosis (mg)

5. Regressierechte:



10.
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SSrest = Y _(yi — §i)* = 111.85
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De SSgeso is het grootste. Dit is altijd zo, want dit is een maat van de totale variatie (daarom ook soms
de naam SStot). De SSgres1 kan nooit groter zijn dan de SSgreso- SSRes1 is de kleinst mogelijke waarde
van residuelen die kan bekomen worden door het passen van een lineaire rechte.

Het verschil is klein. SSges1 is een maat van de foutvariatie. Dus zal dit betekenen dat er weinig
verklarende kracht is van het model. De foutvariatie is bijna even groot als de totale variatie.

Een mogelijke verklaring is de outlier waar 1; = 12 geobserveerde is. Anders zou de regressierechte dalen,

maar deze outlier trekt de regressierechte als het ware omhoog.
SSMod = 9Sy — SSRes = 113.875 — 111.85 = 2.025
R? = %ﬁgf = 0.01778266. Dus slechts 1.78% van de totale variantie wordt hier verklaard door het model.

Aangezien er bij de tips enkel van de F-verdeling wordt gebruik gemaakt moeten we de F-verdeelde



toetsingsgrootheid berekenen:

SSReso — SSRes1  113.875 — 111.85

SSRest/(n —2) 111.85/6
= 0.1086276 ~ Fy 6

De bijhorende p-waarde die we vinden bij de toetsingsgrootheid is 0.75, en dus moeten we de nulhypothese

dat 8, = 0 aanvaarden.



Vragen & Extra Informatie



Erratum

Onze oprechte excuses. In de vorige bundel is een schoonheidsfoutje geslopen. We willen hierbij ook de kritische

studenten bedanken om deze fout op te merken.

Groter dan en gelijk aan - of kleiner dan en gelijk aan

Op pagina van de vorige bundel hadden we verkeerdelijk gezet dat R automatisch de rechterkant berekend. Dit
is natuurlijk fout. We gaan hier kort even dieper in op deze zaken om alle onduidelijkheid de wereld uit te
helpen.

In de oefeningensessies worden bij de pen-en-papier-sessies tips gegeven. Hoe moeten we deze interpreteren?

e t-verdeling: Bij de t-verdeling krijgen we altijd een tip in volgende vorm:
tapp =T

waar df voor het aantal vrijheidsgraden staat, p voor de kans (ofwel de «, a/2 of de p-waarde) en T voor
de bijhorende t-waarde. Dit is altijd een kans groter dan of gelijk aan. Dus als we krijgen (zoals in
oefening 1 uit oefensessie 3):

t7,0.05 = 1.89

dan wil dit zeggen dat in een t-verdeling met 7 vrijheidsgraden de kans dat we groter of gelijk aan 1.89
hebben gelijk is aan 5%. Dit is de rechterkant van de grafiek.

We kunnen hier ook de complementaire kans uit afleiden. Meer concreet, als we ons baseren op diezelfde
waarde, dan kunnen we ook de kans weten dat we kleiner of gelijk aan die waarde zitten. Dit is 1 — p.
Dus de kans dat we in een t-verdeling met 7 vrijheidsgraden een waarde observeren die kleiner of gelijk
aan 1.89 is, is 1 — 0.05 = 0.95 of 95%.

Omdat de t-verdeling symmetrisch is, kunnen we hier ook uit afleiden dat de kans dat we een waarde
kleiner dan of gelijk aan —1.89 (let op het minteken) observeren gelijk is aan 5%.

e ['-verdeling: Bij de F-verdeling kunnen 2 verschillende tips voorkomen, hier is het van belang dat je let
op het vergelijkingsteken. De F-verdeling is niet symmetrisch, maar positief (gaande van 0 tot +00). De

standaardformulering van deze tips is:

P(Fapy;a,7f) =p

Waar df; en dfs staan voor beide vrijheidsgraden, de ? voor het vergelijkingsteken (ofwel > ofwel <), f
als de respectievelijke F-waarde en p als de kans. We gaan hier als voorbeeld de tips uit oefening 5 van
oefensessie 3 gebruiken. Eerst krijgen we bijvoorbeeld:

P(Fi6 > 0.1086) = 0.75

Dit wil dus zeggen dat de kans dat we een waarde groter dan of gelijk aan 0.1086 gaan observeren in een
F-verdeling met dfi = 1 en dfy = 6 gelijk is aan 75%. Dit is de rechterkant van de grafiek. Intuitief
kunnen we hier al de complementaire kans afleiden. Deze staat ook uitgeschreven in de tips. Namelijk het

omkeren van het vergelijkingsteken en dan de kans bereken als 1 — p:
P(F1,6 < 0.1086) = 0.25
Dit is de linkerkant van dezelfde grafiek.
Daarnaast hebben we de PC-sessies, waar we R gebruiken voor onze kansen te gebruiken. Standaard gaat R
de linkerkant van de grafiek berekenen. Dus de kans dat we een waarde kleiner dan of gelijk aan observeren.
Dit omdat het standaardargument lower.tail = TRUE is, en als we niets ingeven veronderstelt R dat we dus

de linkerkant zoeken. Als we daarentegen lower.tail = FALSE gebruiken dan berekent R de rechterkant, en

dus de kans dat we groter dan of gelijk aan observeren.

10



Stappenplan + Samenvatting Toetsingsprocedure Lineaire Regressie

In dit stuk gaan we trachten de belangrijkste zaken samen te vatten van de toetsingsprocedure van de lineaire
regressie (uitgezonderd de Gauss-Markov assumpties en de assumptie van normaliteit). Dus we gaan focussen
op welke Sums of Squares we hebben, welke toetsingsgrootheden - en al stilaan trachten een basis te leggen voor
de meervoudige lineaire regressie (meerdere onafhankelijke variabelen), om aan te tonen dat wat we in deze
oefeningensessie hebben gezien slechts een speciaal geval is van de algemene lineaire regressie. Als numeriek
voorbeeld gaan we verwijzen naar de eerste oefening van deze oefeningensessie, om zo een iets concreter beeld

te krijgen.

e Bereken alle Sums of Squares - en tracht te onthouden wat deze allen willen zeggen:

— SSx. Dit kunnen we zien als de (gekwadrateerde) afstand van elke X-waarde naar het gemiddelde
van X:

n

SSx =Y (x; —x)?

=1

Grafisch krijgen we dan deze voorstelling:

12 14
1

10

Bloeddruk

Dosis

Waar de verticale blauwe lijn het gemiddelde van onze X-variabele voorstelt, en de horizontale blauwe
lijnen de afstanden naar dit gemiddelde. Dus als we al deze afstanden kwadrateren en optellen komen

we op onze SSx.

— 5SSy = SSTot = SSReso- Zoals je kan zien heeft deze Sums of Squares verschillende benamingen. Ze
komen allemaal hetzelfde uit, ze krijgen enkel een andere naam afhankelijk van de context. Als we
gewoon over de beide variabelen spreken, namelijk de X en de Y variabelen, dan spreken we over
SSy. Als we daarentegen over de opdeling van de variatie gaan spreken - wat kunnen we verklaren
door het model en wat is de fout - dan spreken we over SSt.;, wat gelijkstaat aan de totale variatie.
Wanneer we over het verschil tussen het nulmodel en het lineair model spreken, dan gaan we het
hebben over SSgeso - en dit wil zeggen de foutvariatie onder het nulmodel. In het nulmodel hebben
we enkel foutvariatie - dit wordt straks concreter uitgelegd in het stuk over de nulhypothese en de
alternatieve hypothese. De formule hiervan is:

n

SSy = Z(yz — )

i=1

Grafisch is dit:

11
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Bloeddruk

Dosis

Nu is de horizontale blauwe lijn het gemiddelde van Y en de verticale lijnen zijn de afstanden van de

observaties naar het gemiddelde. Als we de som van de gekwadrateerde afstanden nemen dan krijgen

we SSY

— SSMod- Dit is de variatie die verklaard wordt door onze regressie, door het model. Dit is de ge-
kwadrateerde afstand van de schatting van elke observatie tot het gemiddelde. We kunnen dit ook
verwoorden als de variatie die ons model meer verklaart dan het nulmodel. De formule hiervan is:

n

SSMod = Z@z —-9)?

i=1

Grafisch krijgen we:

12

Bloeddruk
=]

Dosis

De rode lijn is hier het gemiddelde van Y en de blauwe lijn is de regressierechte. De blauwe verticale
lijnen tonen de afstand van de geschatte waarde, dewelke op de regressierechte ligt, tot aan het
gemiddelde. Dit verklaart het model meer dan het nulmodel (dewelke gelijk is aan het gemiddelde).

Als we deze nu kwadrateren en sommeren krijgen we SSyoq

— SSRes = SSRes1- Hier gebruiken we de eerste formulering als we het hebben over het lineair model,
en we willen zien hoe de variatie verdeeld is tussen het model en de fouten. De tweede formulering
gebruiken we als we het nulmodel met het alternatief model willen vergelijken. Dan stellen we de

vraag hoeveel kleiner de foutvariatie onder het lineair model is tegenover de foutvariatie van het

12



nulmodel (ofwel de totale variatie). De formulie hiervan is:

n

SShes = > (i = 4:)°

i=1

Grafisch krijgen we:

12 14
1

10

Bloeddruk

Dosis

Dit kunnen we bezien als de afstand tussen de observatie en de regressierechte. Concreet, hoeveel
wijkt een observatie af van de schatting onder het model. Dit is de foutvariatie. De blauwe dalende

lijn is de regressierechte. De verticale blauwe lijnen zijn de afstanden.

e Als we de Sums of Squares allemaal hebben berekend dan zijn we zeer dicht bij het formeel toetsen van
de nulhypothese en de alternatieve hypothese. Maar wat zijn deze hypotheses nu? Het lineair model heeft
volgende vorm:

Yi=Po+ 05X +e
Onze hypotheses gaan hier over de richtingscoéfficiént. Deze is altijd tweezijdig:

Hy: By =0versus H, : 51 #0

Onder het nulmodel valt onze £ dus weg, en gaat onze By de waarde krijgen van het gemiddelde van Y.
De variatie van een model gaan we berekenen door de afstand van de schatting tot aan het gemiddelde.
Aangezien hier onze schatting telkens ons gemiddelde is wordt de afstand 0. Aangezien de afstanden 0
zijn, is de foutvariatie gelijk aan de totale variate. Het is om deze reden dat de Sums of Squares drie
verschillende namen heeft.

Onder het lineair model telt onze §; wel terug mee. En nu gaan we dus de totale variatie kunnen opdelen
in de variatie die verklaart wordt door het model en de foutvariatie. Samen vormen deze de totale variatie.
Daarom dat we zeggen dat SSto; = SSMod + SSRes-

e Toetsingsgrootheden:

— t-verdeelde toetsingsgrootheid: Als we slechts 1 onafhankelijke variabele hebben kunnen we een t-
verdeelde toetsingsgrootheid gaan berekenen. Deze volgt n—2 vrijheidsgraden. De toetsingsgrootheid
heeft volgende formule:

Dit moeten we ook tweezijdig interpreteren. Dus we kunnen een tweezijdig betrouwbaarheidsinterval

gaan opstellen of een p-waarde gaan berekenen (kijk naar vorige bundels).
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— F-verdeelde toetsingsgrootheid: hier vergelijken we het nulmodel met het lineair model. We kunnen
dit zien als de variatie die meer verklaard wordt door het model gedeeld door de foutvariatie in het

lineair model:

SSResO - SSResl
SSRQS1/(’I”L - 2)

Deze toetsingsgrootheid komt uit de F-verdeling met df; en dfs vrijheidsgraden. Deze verdeling is
eenzijdig. Dus moeten we ook maar eenzijdig werken. We gaan ofwel een betrouwbaarheidsinterval
opstellen van 0 tot de waarde waarboven zich nog « bevindt. Of we gaan een p-waarde verkrijgen,

dewelke ook eenzijdig wordt berekend.

e R?: hoeveel varia(n)tie wordt er nu verklaard door het model? Als we nu de totale varia(n)tie gaan
herschalen naar 1, dan kunnen we zien hoeveel % verklaard wordt door het model. Om de totale varia(n)tie
te herschalen naar 1 gaan we de totale variatie delen door zichzelf. Om dan de verklaarde varia(n)tie te

bepalen delen we de variatie van het model SSyoq door de totale variatie:

_ SSMod

2
R = S,

Hierdoor kunnen we zeggen hoeveel procent van de totale varia(n)tie verklaard wordt door het model.

Kleine sprong voorwaarts

We hebben hier nu de lineaire regressie met 1 onathankelijke variabele gezien. Dit is een speciaal geval van de
lineaire regressie, dewelke meerdere onathankelijke variabelen kan hebben. We kunnen een tabel opstellen (R en

andere softwarepaketten doen dit automatisch voor jou, dus is het belangrijk dat je weet wat alles wilt zeggen):

Sums of Squares Vrijheidsgraden Mean of Squares F'
Model  SSvoa = >y (G — §)? df M Syioa = Ssdjlldl"d 7%%;3{:‘1
Fout SSRes = >y (9 — yi)? dfa M Spes = %

Totaal  SSto = Z?:l(yi - g)2 = SSRes + S SMod

Hoe de vrijheidsgraden concreet berekend worden leggen we in een van volgende bundels uit, omdat dit nu
te verwarrend kan overkomen. Hetgeen we nu al wel kunnen zeggen is dat bij de situatie die we hier gezien
hebben, namelijk 1 onafhankelijke variabele, we als vrijheidsgraden df; = 1 en dfs = n — 2 krijgen. Zodra we
naar meerdere onafhankelijke variabelen of categorische onafhankelijke variabelen gaan wordt dit iets complexer.

Maar het is al handig om hier te zien dat het van hetzelfde afkomstig is.

Want als we 1 onafhankelijke variabele gebruiken is onze M Syioq gelijk aan onze SSyoq. En dus komt
de formule overeen met hetgeen we eerder hebben gezien. We kunnen hier ook zien dat een grote F-waarde
evidentie biedt tegen de nulhypothese. Want als onze M Syioq groter wordt, en dus onze M Sges kleiner zal onze

F-waarde gaan stijgen.
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